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Résumé de cours sur les espaces vectoriels et les applications linéaires

Les vecteurs du plan, les nombres réels, les polyndmes a coefficients réels, les matrices
de méme format, ont un point commun. Nous savons les additionner (et les soustraire) et
leur somme est encore un élément du méme type : la somme de deux vecteurs (resp. réels,
resp. polynomes) est encore un vecteur (resp. un réel, resp. un polynéme). On sait aussi les
multiplier par un nombre réel, le résultat donne encore un vecteur (resp. un réel, resp. un
polynome). De tels ensembles sont dits stables par combinaison linéaire. Ce sont des exemples
d’espaces vectoriels. Ils contiennent toujours un élément particulier, ’élément neutre pour
I’addition, que 'on appellera le vecteur nul.

Dans tout le cours, K désigne le corps R ou C.

I Notion d’espace vectoriel

I.1 Présentation et espaces vectoriels de référence

Définition 1 (K-espace vectoriel) On appelle K-espace vectoriel (en abrégé «evy),
un ensemble E muni de deux lois :

e une loi de composition interne appelée «addition» notée + telle que (E,+) est
un groupe commutatif

e une loi de composition externe appelée «multiplication par un scalaire», c’est-a-
dire une application ¢ : E x K — E ou l'on note ¢(z,\) = \.x

qui vérifie les 4 propriétés suivantes : Vx, 2’ € E, VA, N € K,
1. A(Ax) =Nz 2. A+ N)x=Az+ Nz
3. A(zr+2) = x+ A2’ 4 lgzx=ux.

Les éléments de E sont appelés des vecteurs et les éléments de K des scalaires.
L’élément neutre de E noté O est appelé le vecteur nul.

Proposition 2 (Reégles de calcul dans un ev) Soit E un K-ev. Soit x € E et X €
K. On a :

3. (=Nax==-Ax=A(—x) 4. dz=0 = (A=0k ouzxz=0g)

Proposition 3 (Espaces vectoriels de référence) Les ensembles suivants sont des
K-espaces vectoriels, que l'on qualifiera d’ev de «référencenr.

e L’ensemble des vecteurs de K", le vecteur nul est (0,0,...,0). Les régles de calcul
sont données par :

(1, )+ (Y1, Un) = (@1+Y1, - T tyn) et Moy, x,) = Az, . Axy,).
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e lensemble K[X] des polynomes a coefficients dans K. Le vecteur nul est le poly-
nome nul.

e l’ensemble M,, ,(K) des matrices a coefficients dans K de format nxp. Le vecteur
nul est la matrice nulle de M, ,(K).

o l'ensemble F(X,K) = KX des fonctions de X dans K (ou X désigne un ensemble
quelconque), le vecteur nul est la fonction nulle. Les régles de calcul sont données
par :

Vee X, (f+9)(z) = f(z) +g(x) et (Af)(x) = Af(2).
Plus généralement si F' est un K-ev, alors F(X, F) est un K-ev.

o l'ensemble des suites a coefficients dans K (c’est KN). Le vecteur nul est la suite
nulle.

Remarquons

Remarque: L’ensemble C est un C-ev mais aussi un R-ev.

Nous rencontrerons d’autres ev mais tous seront contenus dans les ev de référence,
on parlera de sous-espace vectoriel (sev).
I.2 Notion de sous-espace vectoriel

On retiendra absolument le critére de sev :
Définition-Proposition 4 Un ensemble F' est un sev d'un ev E si :

o F est une partie de £

e F contient le vecteur nul Og

o [ est stable combinaison linéaire :

V(z,y) € F?, VA€ K, M +ycF

Un sev de E est bien un ev.

Exercice 1 Préciser si les ensembles suivants sont des espaces vectoriels.

LA={(zy R | y=2z} 2. N={(z,y) eR? | y=22+1}
3. F={(z,y,2) eR® | 2+2y—52=0} 4 G={(z,y,2)eR’ | a+2>0
5. F={PcK[X] | degP=n} 6. K,[X]={PeK[X] | degP <n}

Exercice 2 Que dire d'un sev de R? qui contient les vecteurs (1,0) et (1,2)?
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1.3 Opérations sur les espaces vectoriels

Proposition 5 L’intersection de sev de E est un sev de E.

Remarque: La réunion de deux sev n’est pas forcément un sev. Les droites F' = (O,)
et G = (0,) sont des sev de R?, mais leur réunion n’est pas un sev de R?, puisque si
i=1(0,1)et j=(0,1),onaietjdans FUG, maisi+j ¢ FUG.

Application : les solutions d’un systeme linéaire homogene a n inconnues et p équa-
tions est un sous-espace vectoriel de R".

Définition-Proposition 6 (Produit de K-ev) Soit E; et Ey deux K-espaces vecto-
riels. On définit sur By X Ey une structure de K-espace vectoriel de la fagon suivante :
pour tous couples (x1,2) et (y1,y2) de By X Ey et pour tout A € K, on pose

(1, 22) + (Y1, 92) = (1 + Y1, 22+ y2) et Ay, 22) = (Az1, Axa).

L’ev R? peut alors se voir comme le produit d’ev R? x R3.

On définira aussi a la fin de ce chapitre la somme de sev.

II Familles génératrices, familles libres, bases

II.1 Familles génératrices

Définition 7 (Combinaison linéaire et Vect)

e un vecteur v est combinaison linéaire (CL) des vecteurs xy,...,x, s’ existe
des scalaires Ay, ..., \, tels que

r=MNT1+ -+ ATy,

e Plus généralement, si A est une partie de E ou une famille de vecteurs de E
(éventuellement infinie), on dit que x est CL d’éléments de A, si x est CL d’un
nombre fini de vecteurs de A. On note Vect(A) l'ensemble des CL de vecteurs de

A.

Définition 8 (Famille génératrice) Soit (z;);cr une famille de vecteurs de E. On
dit que c’est une famille génératrice de E, ou qu’elle engendre E si tout vecteur de E
s’écrit comme C'L de vecteurs de cette famille, ¢’est-a-dire E = Vect(x;);e;. De méme
si A est une partie de E et que E = Vect(A), on dit que A est une partie génératrice
de E.

Exercice 3 Déterminer une famille génératrice des espaces vectoriels suivants :
L {(z,y) eR?* | y=2z} 2 {(v,y,2)€R® | x—y+52=0}

Exercice 4 Déterminer une famille génératrice des espaces vectoriels suivants :
1 Ko[X]. 2. S9(R)={M € My(R) | MT =M}

Proposition 9 Toute sur-famille d’une famille génératrice est encore génératrice.
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Exercice 5 Soit u et v deux vecteurs de E. Démontrer que Vect (u,v,2u — 3v) =
Vect (u, v).

Exercice 6 Soit J la matrice Attila de M,,(K). Démontrer que K[J] = Vect (I,,, J).

Proposition 10 Vect(A) est un sev de E, de plus c’est le plus petit (au sens de l'in-
clusion) sev de E contenant A (on dit aussi que c’est le sev engendré par A).

Cela donne un nouveau moyen de prouver qu’'un ensemble est un ev : si cet ensemble
est un vect, alors c’est un ev!

Exercice 7 Justifier que ' = {u € RY | Vn € N u,19 = 3u,1 — 2u,} est un R-ev
en I’écrivant comme un vect.

I1.2 Familles libres et familles liées

Dans le plan ou dans I'espace, deux vecteurs sont dits colinéaires, s’il existe un réel
k tel que U =kv ou ¥ = k. Dans I'espace, trois vecteurs sont dits coplanaires si
I'un des vecteurs est CL des autres. On généralise cette notion :

Définition 11 (Famille libre ou liée) Une famille (finie) de vecteurs est dite liée si
un des vecteurs de la famille est CL des autres vecteurs de la famille. Sinon, elle est
dite libre.

Une famille infinie est dite libre si toute sous-famille finie est libre. Sinon, elle est
dite lice.

Exercice 8 1. On pose u = (1,2),v = (3,2) et w = (—1,3). Les familles (u, v) puis
(u,v,w) sont-elles libres ?

2. Onpose u = (1,3,5);v = (—1,0,4) et w = (—1, 3,13). La famille (u, v, w) est-elle
libre ?

Tester la liberté de la famille ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) est plus long. On utilise
alors plutdt le critere suivant «une famille est libre si elle ne vérifie pas de relations de
dépendance linéaire» :

Proposition 12 Une famille (z,...,x,) de vecteurs de E est libre ssi :
V()\l,...,)\n) ER”, ()\1{L‘1+—|—)\nl’n:0 = A ::)\RZO)
Exercice 9 Les familles de R? suivantes sont-elles libres ou liées ?

1. ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) 2. ((1,3,5),(—1,0,4),(—1,3,0)) 3. ((1,2,-3),(—1,4,-21),(1,0,5))

Remarque: Une famille de deux vecteurs de R™ dont les coordonnées ne sont pas
proportionnelles est libre. Mais attention, une famille de trois vecteurs de R™ dont les
coordonnées ne sont pas proportionnelles n’est pas forcément une famille libre. CEX :
(u,v,u + v) avec u et v non colinéaires.

Exercice 10 (Espace de fonctions) On pose f; = sin, fo = cos, f3 : ¢ — xcosz, fy
x> xsing, fs: x> cos(z + 1)
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1. Montrer que la famille (f1, fo, f3, f4) est libre.

2. La famille (fi, fo, f5) est-elle libre ?

Proposition 13

e une famille constituée d’un seul vecteur est libre, si et seulement si ce vecteur est
non nul.

e Toute sous-famille d’une famille libre est libre et toute sur-famille d’une famille
liée est liée.

Proposition 14 Une famille de polynomes non nuls de degré 2 a 2 distincts est libre.
En particulier la famille (X™)nen est libre.

I1.3 Bases et coordonnées

Gréace aux bases nous aurons le concept de coordonnées et nous pourrons ainsi
«numeériser» nos objets géométriques.

Définition 15 (Base) Une famille libre et génératrice de E est appelée une base de
E.

Proposition 16 (Bases canoniques) Il faut connaitre les bases canoniques (natu-
relles) suivantes :

e La base canonique de K™ : c’est la famille (e1,...,e,) ot e = (1,0,...,0), e =
(0,1,...,0),...,en = (0,...,0,1).

e La base canonique de K,[X] est (1, X, X%, ..., X").
e La base canonique de K[X] est la famille (X™),en.

e La famille (Eyq, Erg, ..., E1p, Eo,...) formée par les matrices élémentaires ran-
gées par ordre lexicographique est la base canonique de M., ,(K).

Exercice 11 Déterminer une base des espaces vectoriels suivants :

L {(z,y) eR?* | y=2z} 2. {(z,y,2) €R® | z—y+52=0}
3. {2z +y,z+y,x+2) | zyeR} 4 {(2x+y,3x—5y,z+y) | =z,yeR}

Exercice 12 Déterminer une base de ’ensemble des solutions de :
Ly= 73y 2y —4/+4y=0

Proposition 17 (Notion de coordonnées) (x) (ey,...,e,) est une base de E ssi
tout vecteur de E s’écrit de maniere unique comme une CL des vecteurs ey, ..., e,. Dans
ce cas si & = x1€1 + -+ + xpe, le n-uplet (xq,...,x,) représente les coordonnées du
vecteur x dans la base (eq,. .., e,).

Morale : avec le choix d'une base, un vecteur est déterminé par ses coordonnées, on
I’a «numérisé». Nous numériserons aussi les applications linéaires par des matrices.

Exercice 13 Les deux exemples sont indépendants
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1. On note B = (i, ) la base canonique de R? et B’ = (ey,e3) avec e; = (1,1) et
ey = (—1,2). Donner les coordonnées du vecteur u = 3i + 2j dans la base B puis
dans la base 5.

2. On consideére B = (1, X, X?) et B' = (X?2,2, —X) deux bases de K5[X]. Donner
les coordonnées de P = 6X? + 3X + 5 dans B, puis dans B'.

III  Applications linéaires

II1.1  Vocabulaire

Définition 18 Soit F et F' deux K-ev. Une application f de E dans F est dite linéaire
si elle transforme une CL de vecteurs de E en CL de vecteurs de F' :

V(z,y) € B*, VA, p e K, fOx+py) = Af(x) + pnf(y).
e Si E=F, on dit que f est un endomorphisme

o Si f est bijective, on dit que c’est un isomorphisme. Un endomorphisme bijectif
est appelé un automorphisme.

e 51 F =K, on parle de forme linéaire sur E.

On notera L(E, F') l'ensemble des AL de E dans F' et L(E) [’ensemble des endomor-
phismes de E.

Remarque: si f est une application linéaire de E dans F', c’est en particulier un
morphisme de groupe et on a f(0g) = Op (cela généralise le fait qu'une fonction
linéaire de R dans R s’annule toujours en 0).

Exemple:

 l’endomorphisme dérivation sur K[X] est linéaire.

o la fonction carré n’est pas linéaire, (%) les endomorphismes de R sont les fonctions
linéaires x — kx, k€ R.

 l'application qui & une fonction f continue sur [a,b] associe ff f est une forme
linéaire.
o la trace est une forme linéaire sur M, (K).

« la transposition est une application linéaire entre M,, ,(K) et M, ,,(K).

e Si Ae M,,(K), I'application X +— AX est une application linéaire de M, ; (K)
vers M, 1(K).

Proposition 19 (x) Les endomorphismes de R? sont les applications de la forme
(x,y) — (azx + by, cx + dy), ce qui s’écrit matriciellement

X = AX avecA:<a b) et Xz(a:).
c d Y

Remarque: une translation ¢ de vecteur v non nul de R? n’est pas une application
linéaire car t(Ogz) = u # Oge.
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III.2 Noyau et image d’une AL

Proposition 20 Soit f : E — F une application linéaire. On pose

Kerf={xeE | f(x)=0} e Imf={f(zx) | ze€kFE}

(x) Kerf est un sev de E et Im f un sev de F.

Proposition 21 Soit f: E — F une application linéaire. On a
(%) f injective ssi Ker f = {0} et f surjective ssi Im f = F.

Le noyau mesure le défaut d’injectivité d’une AL. C’est un outil tres pratique pour
tester I'injectivité d'une AL.

Exercice 14 Déterminer le noyau et 'image des AL suivantes :

1. f:R? — R? définie par f(z,y) = (22 — y,0,z).
2. f:R®— R3 définie par f(x,y,2) = (r+y+ 2,20 +y—2,x+ 2y + 42).
3. D : K[X] — K[X] définie par D(P) = P’ (endomorphisme dérivation)

Proposition 22 Soit f : E — F une application linéaire. Si l'on dispose de B =
(é1,...,e,) une base de E, alors [ est complétement déterminée par l'image des vecteurs
de la base B, et on a :

Im f = Vect(f(er),..., f(en)).

Exercice 15 Déterminer I'image de f(z,y,2) = (x —y+ 2,2+ y,y — 2)

I1I.3 Opérations sur les AL

Proposition 23 e Une CL d’applications linéaires (AL) est encore une application
linéaire, ainsi L(E, F) est un sev de F¥ = F(E,F).

e La composée de deux AL est encore une AL, ainsi (L(FE),+,0) est un anneau.

o (%) Sif estune AL bijective, alors son application réciproque [~ est encore une
AL, ainsi U'ensemble des automorphismes de E noté (GL(E),o) est un groupe,
appelé groupe linéaire.

IV Sommes de deux sev
?) et Vect (7

Dans le plan R?, les sous-espaces vectoriels Vect ( ) jouent un role

privilégié. Nous allons préciser cela et généraliser.

Proposition 24 Soit By et Ey deux sev de E, on pose E1+Ey = {x1+15 | (71,22) €
Ey x Ey}. L’ensemble Ey + Es est un sev de E appelé somme de E, et Fs.

Définition 25 (Somme directe) Soit Ey et Ey deux sev de E.

1. La somme E, + E5 est dite directe si tout vecteur de E, + Es s’écrit de maniére
unique comme somme d’un vecteur de F et de Es.
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2. Si de plus, E = E1 + FEs, on dit que les espaces Ey et Ey sont supplémentaires
dans E. Cela revient a dire que tout vecteur x de E s’écrit de maniere unique
T =1 + o avec (r1,%2) € Ey X Ey. On écrit alors E = By @ Fs.
N T
Ezemple: On aR?> = (i) @ (j) et M,(R) =S,(R) & A,(R).

Exercice 16 On pose P = {(x,y,2) € R? | 2=0}et Q ={(z,y,2) eR® | y=
0}. Montrer que P + Q = R? mais que la somme P + @Q n’est pas directe.

Proposition 26 (Caractérisation des sommes directes) On a
E:El@EQ@(E:El—FEQ et ElﬂEQZ{O})

Exercice 17 Démontrer que My(K) = S5(K) + T, (K). La somme est-elle directe ?

V Endomorphismes remarquables

V.1 Projection et projecteur

Définition 27 Si F = E1 @ Es et x = x1 + x5 € E, on appelle projection sur F;
parallélement a Fs, Uapplication p : E — E définie par p(x1 + x9) = 7.

Remarque : on a Kerp = E5 et Imp = E.

Proposition 28 (Lien entre projection et projecteur) On appelle projecteur tout
endomorhisme p vérifiant pop = p.

1. Une projection p est linéaire et vérifie pop = p, c’est donc un projecteur.
2. Réciproquement (%) , si p est un projecteur de E, alors E = Imp ® Kerp et p est
la projection sur Imp, parallélement a Kerp.
Remarque: si p (resp. q) est la projection sur Fy (resp. Es), parallelement a Ey (resp.

Ey), alors p+ ¢ = id.

Exercice 18 (Exemples modeles dans R? et R?)

1. On note A et A’ les droites de R? d’équations y = @ et y = 2. Déterminer le
projeté sur A parallelement a A’.

2. Soit P le plan de R?® d’équation z +y + z = 0 et A = Vect {(2,0,3)} une droite.
Déterminer le projeté sur P parallelement a A.
V.2 Symétrie

Définition 29 st E = E, & Ey et x = x1 + 29 € E, on appelle symétrie par rapport a
E4 parallélement a Es, Uapplication s : E — E définie par

s(xy + x2) = 11 — .
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Remarque:
e le point 7 est le milieu de z et s(x), on en déduit la relation p = id% ou
s = 2p —id.
e sixz € Ey,onas(x)=ux,doncx € Ker(s—1id) et si z € Ey, on a s(x) = —z donc

x € Ker(s +id).

Proposition 30 (Caractérisation des symétries vectorielles) On appelle symé-
trie vectorielle tout endomorphisme s vérifiant s o s = id.

1. Une symétrie par rapport a E parallelement a Ey est bien une symétrie vecto-
rielle.

2. (x) Réciproquement si s est une symétrie vectorielle, alors les espaces Ker(s— id)
et Ker(s + id) sont supplémentaires,

(s* = id) = E = Ker(s — id) ® Ker(s + id) |.

De plus s est la symétrie par rapport 4 Ker(s — id) (ensemble des vecteurs inva-
riants par s) parallélement a Ker(s + id) (ensemble des vecteurs transformés en
leur opposé par s).

Exemple: 'endomorphisme transposition que 1'on note ¢ : M, (K) - M,,(K) est une
symétrie de M,,(K). Comme Ker(¢ —id) = {M € M, (K) | M" =M} =8,(K)et
Ker(¢ +id) = {M € M,(K) | M"=-M} = A,(K), cela remontre que S,(K) et
S, (K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans M., (K) :

M, (K) = Ker(¢ —id) @ Ker(¢ + id) = S, (K) & A, (K).

V.3 Homothétie et Translation dans un espace vectoriel

Définition 31 (Homothétie, translation)

1. Sik € K, on appelle homothétie vectorielle de rapport k, Uapplication h - E — E
définie par h(x) = kx.

2. Siu est un vecteur non nul de E, on appelle translation de vecteur u 'application

t: E — E définie par t(z) = = + u.

Remarque:

o une homothétie est linéaire mais pas une translation de vecteur u non nul (car

£(0) = u £ 0).

e On en déduit une interprétation géométrique des sev : un ensemble F' est un sev
de E ¢’il est stable par homothétie vectorielle et par translation par des vecteurs

de F.
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V1 Notion de sous-espace affine

Les éléments d’un espace vectoriel E sont en premier lieu des vecteurs mais peuvent
s'interpréter comme des points. En effet si on fixe une origine O, on identifie le vecteur

——

o au point M tel que OM = . On choisira comme origine O le vecteur nul 0g,ainsi
pour tout point A et B de E, on note 1@ le vecteur B — A. En particulier pour tout
M e E,onaM—0=0OM, dou l'identifcation M = OM.

Définition 32 (sous-espace affine) Soit F une partie de E un K-ev. On dit que F
est un sous-espace affine de E s’il est 'image d’un sev F de E par une translation de
vecteur u € E, c’est-a-dire F = u + F. Les éléments de F sont appelés des points.

Le sous-espace vectoriel F' est unique, on l'appelle la direction de F.

Proposition 33 (Caractérisation d’un sous-espace affine par un point et sa direction)
Soit F est un sous-espace affine de E de direction F'. Si A est un point de F, alors
F=A+F.

Exzemple: le plan P de R? d’équation x +y + z = 5 est un plan affine passant par le
point A(5,0,0) et dirigé par le plan vectoriel P d’équation x +y + z = 0.

Proposition 34 (opérations sur les sous-espaces affines)

e lintersection de sous-espaces affines N;JF; est soit vide soil un sous-espace affine
de direction l’intersection N;F;.

e limage du sous-espace affine F = A+ F (passant par le point A, de direction F)
par une application linéaire [ est le sous-espace affine f(A) + f(F) (passant par
le point f(A), de direction f(F)).

Exercice 19 I'image d'un segment par un AL est un point ou un segment.
Voici un moyen pratique de reconnaitre des sous-espaces affines.

Proposition 35 (Equation linéaire) (x) siu € L(E, F), les solutions de I’équation
u(x) = b avec b € F est soit vide, soit un sous-espace affine de direction Keru.

Exemples divers : droites et plans affines de R", solutions de systémes linéaires,
solutions d’équations différentielles linéaires avec second membre.



