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Feuille d’exercices sur ’intégration

1 Exercices de révision

Exercice 1 (Calculs divers)

jus

1. Calculer / ’ cos’(z) dz & I'aide du changement de variable u = sin .
0

2. Démontrer que f_ll % =3

1
3. Calculer [ arccos(z)dx.
Exercice 2 Déterminer la limite lorsque n tend vers +oo de
1] — gn
I, = / x dax.
0o 1422

Exercice 3 Pour p et ¢ dans N, on pose

1
Blp,q) = [ (1~ 1)1t
0
1. Démontrer que B(p,q) = B(q, p).

2. Démontrer que l'on a B(p,q) = &B(p +1,q — 1). En déduire I'expression de B(p,q).
p

Exercice 4 Soit f: [~1,1] = R continue. On pose M = sup,¢_q 1 |f(x)[. Démontrer que

‘/ %) 4 2 f(x))dz| < 3M.

Exercice 5 (Intégrale de Wallis) Pour tout n € N, on définit I'intégrale de Wallis d’ordre
n par

W, = /5 sin” ¢ dt.
0

1. Démontrer que 'on a aussi W,, = / * cos" t dt (cette expression n'est pas utile pour la
0

suite).
2. Formule explicite

(a) Donner la valeur de Wy et W; puis montrer que pour n > 1, on a

n
Wit = ——
=T
(b) En déduire avec soin que pour p € N,
(2p)! m
Wy, = —.
T (2pl)22

(c¢) Déterminer une formule similaire pour W, 1.
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2 Exercices complémentaires, premiére vague

Exercice 6 Justifier I'existence de [; (2 — -1-) da.

sin x

Exercice 7 Déterminer la limite des suites

“on+k (2n)! "

nlnn

Exercice 8 Déterminer la limite lorsque n tend vers +oo de

1
Jn:/ V1+ xrda.
0

Exercice 9 (aire d’une ellipse)
1. Calculer a I'aide d'un changement de variable [5'y/1 — (%)2 dx.

2 2
2. En déduire I'aire de l'ellipse d’équation (%) + (%) =1.

Exercice 10 (Comparaison série-intégrale) Démontrer que

no]

S o Z \/_ n—H—oo \/_
On pourra remarquer que pour tout entier £ > 0, on a :

1 - k+1 - dt < 1
VE+T e VT VE
Exercice 11 Soit f : [0, 1] — R continue telle que
1 1
t’t — 2'f2(t) dt =
A-t-on f nulle sur [0, 1] 7
Exercice 12 On pose pour z > 0,

Int

() :/fidt.

1142
1. Justifier que f est de classe C' sur ]0, +o00], et calculer ¢/(x).

2. En déduire la valeur de ¢(x) pour tout = > 0.

Exercice 13 Soit g la fonction définie par

1. Justifier que g est définie sur R, puis montrer qu’elle est impaire.



©Arnaud de Saint Julien - MPSI Lycée La Merci 2023-2024 3

2. Déterminer les variations de g sur R™.

3. Déterminer la limite de g en +oc.

Exercice 14 Soit f € C(R,R) et ¢ la fonction définie sur R par ¢(z) = [ f(t + x)dt. Dé-
montrer que ¢ est de classe C! sur R et déterminer ¢'.

Exercice 15 Calculer pour n € N, [i'" |arcsin(sinz)| dz.
Exercice 16

1. Démontrer que pour tout réel t > 0, on a 0 < 1 — cost < %

3z costdt
2. Déterminer lim
z—0t Jg t

Exercice 17 (Développement en série entiére de cos)

1. Soit n € N. Ecrire I'inégalité de Taylor-Lagrange pour la fonction cosinus & lordre 2n + 1
avec a = 0.

2. En déduire que 'on a pour tout réel x > 0,

o0 (—1)kg2k

COST = Z

k=0

3. Justifier que le résultat précédent reste vrai pour x < 0.

3 Deuxieme vague

k:7r>‘

n

Exercice 18 Donner un équivalent lorsque n tend vers +oo de u,, = 37_, cos’(
Exercice 19 Soit f € C([0,1],R).

1. Démontrer que si [y f(z)dx = 0, alors f s’annule au moins une fois sur [0, 1].

dx
dz = 3, alors f admet au moins un point fixe dans [0, 1].

T
. .ol 1
2. Démontrer que si [, f(z) 35

Exercice 20 On pose pour = > 0,

3z ol
#(z) = /2 %dt.

xT

1. Justifier que ¢ est définie sur ]0, +ool, puis montrer que ¢ est de classe C'* sur |0, +oo.
En déduire la monotonie de ¢.

2. Démontrer que :

Vo >0, lng < o(x) < e lnz.

En déduire les limites de ¢ en 0 et en +o0.
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Exercice 21 Trouver toutes les fonctions dérivables sur R vérifiant :

VzeR, f(z)= /Oxf(t) dt.

Exercice 22 Démontrer que la fonction f définie par f(x) = [7™ v/t cos(xt)dt est dérivable

sur |0, +oo].

Exercice 23 Soit f € C([a,b],R) et ¢ la fonction définie sur R par ¢(z) = [ f(t)sin(zt) dt.
Démontrer que ¢ est K — LIP sur R.

Exercice 24 (Cas d’égalité dans ’inégalité triangulaire) Soit f une fonction continue
b
[

pourra commencer par supposer que | f f=0).

b
de [a,b] dans R. Démontrer que = / |f| si et seulement si f est de signe constant (on
a

Exercice 25 (Lemme de lebesgue) Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C*. Démontrer
a I'aide d’une intégration par parties que
b
lim f(t)sin(zt) dt = 0.

r—+00 Jq

Exercice 26 Soit f et g deux fonctions continues de R dans R telles que pour tout réel x,
f(z)g(z) = 4. Démontrer que
2 2
[ ] a=30
-1° J1

Exercice 27

sint
t

est décroissante sur |0, 2.

1. Démontrer que t 5

e gin t dt
2. Déterminer lim
x~>0+ xT t2

Exercice 28 (Un opérateur) On note E le R-espace vectoriel des fonctions continues sur R
et on définit sur £ 'application ¢ par ¢(f) = g ou g est définie sur R par

g@) = [ tr@yt
1. Démontrer que ¢ est un endomorphisme de E.
2. Démontrer que ¢ est injective mais n’est pas surjective.

Exercice 29 (Les dérivées intermédiaires sont bornées) Soit f de classe C? sur R telle
que f et f” soient bornées respectivement par My et M,. On fixe un réel z.

1. Démontrer a ’aide d’'une formule de Taylor appliquée au point pivot x que :
S +h) = f(@)] | by

Vh >0, [f(z)] <

h 2
2. En déduire que
2My  hM.
Vh> 0, |f'(2)] < 52+

3. En déduire que f’ est bornée par 2/ MyMs.



