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Année scolaire 2024-2025 MPSI

Corrigé du CONCOURS BLANC n°1
MATHEMATIQUES
jeudi 9 janvier 2025

Durée de ’épreuve : 4 heures de 8h a 12h
Professeur : M. de Saint Julien
Les calculatrices sont interdites.
Les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées.

I Exercices

Exercice 1 (Point fixe d’une fonction) Si f est une fonction réelle définie sur une partie
A de R, on appelle point fixe de f tout réel a de A tel que f(a) = a. Les questions peuvent
étre traitées de maniere indépendante.

1. Déterminer les points fixes de la fonction f définie sur R par f(z) = 2% — 322 + 3z.

On doit résoudre I'équation

fl) =2 <= 232 43r =2 <= 1°-322422 =0 <= 2(2°-3242) =0 <= 2(v—1)(2—2) = (

Les points fixes de f sont donc 0,1 et 2.

2. Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que Vz € [0, 1], f(z) € [0,1]. Démontrer que
f admet un point fixe. Est-il unique ?

On va s’intéresser a la distance entre x et f(x). On pose pour x € [0,1], g(z) = f(z) — .
Il suffit donc de montrer que g s’annule. Or g(0) = f(0) € [0,1], donc g(0) > 0. On a
aussi g(1) = f(1) =1 < 0 car f(1) € [0, 1], donc la fonction continue g change de signe sur
[0, 1], donc s’y annule d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires. Ce point fixe n’est pas
unique, puisque si f est par exemple la fonction identité z — x, tout point de [0, 1] est point
fixe.

3. La fonction exp n’admet pas de point fixe comme on peut le deviner graphiquement. Pour
le prouver, il suffit de penser a 'inégalité suivante : pour tout x € R exp(z) >z + 1 > x.

4. On note u la suite définie par uy = 0 et pour n € N, u, 11 = exp(u,). La suite u est-elle
convergente ? Justifier votre réponse, puis déterminer sa limite.

Si u converge vers [, alors d’apres le cours, [ est un point fixe de exp (car exp est continue
sur R). Comme exp n’admet pas de point fixe, on en déduit que u diverge. De plus, pour
tout n € N, u,, 11 = exp(u,) = u, +1 > u,, donc u est croissante, mais diverge, donc u tend
vers +00.
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Exercice 2 On note f : C* — C l'application définie par :
1
f(z)=z+ i
On rappelle que U désigne I’ensemble des nombres complexes de module 1.

1. Déterminer le ou les antécédents éventuels du nombre —1 par f. L’application f est-elle
injective ?

Cela revient a résoudre dans C* I’équation (F) : z + é = —1. En multipliant par z # 0, on
obtient que :

(B) & 2’+1=—2 <= 2’+2+1=0 <= z=jouz=].

L’application f n’est donc pas injective puisque —1 admet deux antécédents par f : j et j.

2. Démontrer que f est surjective.

Soit a € C. On cherche a résoudre dans C* I’équation (F) : z + i = a. En multipliant par
z # 0, on obtient que :

(BE) <= Z*+1=az <= 2> —az+1=0.

Or une équation de degré 2 admet toujours une solution dans C. Comme 0 n’est pas solution
de (F), cette solution est dans C*, ce qui montre que f est surjective.

3. Soit z € C que I'on écrit sous forme algébrique z = x+1y avec z,y € R. Déterminer I’écriture
algébrique de f(z), en déduire que

f(z) ER <= (z€R ou z€eU).

. 9. . , 1 z—iy
En multipliant par le conjugué de 2z, on a - = -3 vyl

, T — 1y T , —y
f(z)::v+zy+x2+y2 = <x+x2+y2) +z<y+x2+y2>.

donc :

Ainsi,

-y
f(z) eR Im(f(z)):0<:>y—|—x2+y2:0
v 4y -y
2 4y

y(x* +y* —1)=0
y=0 ou 2°4+1y*—1=0
zeR ou |z]=1

[
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4. Déterminer f(U).
On a

{f) | 0eR}

= {4+ | HecR}
= {2cosf | 60ecR}

= L_2’2]

=
S
I

II Probléme : une introduction aux séries

Si (up)n>0 est une suite de nombres réels, on appelle série de terme général u,, la suite de
terme général

n
ASh = 25:1Lk.
k=0

On note Z up, cette série au lieu de (S, )n=0. On dit que la série Z u, converge lorsque la
n=0 n=0
suite (S, )ns0 converge. Dans ce cas, on note 3129 a, sa limite, on dit que c’est la somme de la
série :
n +oo
lim ap = Q-
Jdim > ap =) an
k=0 n=0
Si la suite (Sy,)n>0 diverge, on dit que la série Z u, diverge.
n=0
Donner la nature d’une série, c¢’est indiquer si elle converge ou non. Ce probleme propose une
introduction a la notion de séries.

1. Deux exemples :

n+1
SV (%) : 3
(a) Pour n 20,5, = > () = ——"4— qui tend vers ; lorsque n tend vers +oo.

o \3 l—3
Ainsi la série Z u, converge et sa somme vaut %
n>0

(b) Pour n > 1, par télescopage, on a » In(k+ 1) — In(k) = In(n + 1) — In(1) qui tend
k=1
vers +oo. Donc la série Y In(n + 1) — Inn diverge.
n=1

2. Condition nécessaire de convergence :

(a) Pour tout n > 1, on a S, — S,_1 = u,. Si la série Y _ u, converge, alors la suite (S,,)
n=0
converge vers | € R et (S,_1) converge aussi vers [ car extraite de (S,). Ainsi par
différence, S,, — S,,_1 = u,, tend vers [ — [ = 0.

(b) Onansint ~ nx L =1 Donc leterme général ne tend pas vers 0, donc la série
n

i — 00
diverge.
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(c) On a vu que la série > In(n + 1) — Inn diverge mais In(n + 1) — In(n) = In == =
n>1

In (1 + %) tend vers 0.

3. Séries de Riemann :

1 |
Soit o un réel. Pour n > 1, on pose u, = — et donc S,, = E o
ne — K®

(a) Pour tout n > 1, on a Snﬂ Sy = Ups1 > 0, donc la suite (.S,,) est croissante .
(b) Pour a < 0, la suite n—a ne tend pas vers 0 (pour o = 0 elle vaut 1, pour a < 0 elle
1
tend vers +o00), donc d’apres la question 3.a, la série Z — diverge.
n>1

(c) Un calcul montre que :

o sia=1,alors [, =In(n+1) —In1 qui tend vers +oo0.

. sia>Oeta%1,onaIn:ﬁ(W—l>.
Si a €]0,1[, « — 1 < 0, donc I, tend vers +o0.
Sia>1, alorsa—1>0et ﬁ tend vers 0, donc [, tend vers ﬁ

(d) Soit k > 1, par décroissance de la fonction ¢ — tm puis en intégrant on a :

1 1

1
(k+1)e < teo < ko
k+1 _dt k41 dt k+1 dt
ko (kt+1)e < S Ji ke
1 k+1 dt 1
(k+1)e S fk te S ko

On somme maintenant les inégalités de k = 1 a k =n a k = n (pour n > 1), on obtient

Sioigrns S Sl < S
On en déduit que pour n > 1,
]n<5n<1n+1—;.
(n+ 1)

(e) Pour « €]0,1], on a S, > I, avec I,, qui tend vers +o0o. On en déduit par comparaison
que la suite (.S,) tend aussi vers +oo
Poura>1,ona s, <I,+1— e +1)a'
particulier est bornée, ce qui prouve que la suite (S,,) est majorée. Comme elle est de
plus croissante, d’apres le théoreme de la limite monotone, elle converge.

Orl,+1-— = ) a une limite finie, donc en

1 :
Conclusion : |la série de Riemann Z — converge si et seulement si a > 1.
n=1

4. Critére pour des séries alternées :

n

Soit (a,)nen une suite décroissante qui tend vers 0. On pose S,, = Z(—l)kak.

k=0

(a) Soit n € N. On a: SQ(n+1) — Sgn = S2n+2 — Sgn = (—1)2"+2a2n+2 + (—1)2”+1a2n+1 =
Aont2 — Gont1 < 0 car la suite (a,) décroit. Donc la suite (S5,) est décroissante.
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(b) De méme, Sypnii1)t1 — Sont1 = Stz — Sont1 = (—1)*"Pagyys + (—1)*"Pag, 0 =
—Qon+t3 + A2nq2 = 0 car la suite (a,) décroit. Donc la suite (Sa,41) est croissante.
Enfin, So,0 1 — Son = (=1)*"ag, 11 = —ag,,1 tend vers 0 car la suite (a,) tend vers 0
donc la suite extraite (ag,+1) aussi.

Conclusion : les suites (S,) et (S2,41) sont adjacentes, elles convergent donc vers
une méme limite, et donc par théoreme, la suite (5,) est convergente, i.e. la série

> (—=1)"a, converge.

n=0

(c) On en déduit que la série Zn>0 T JE: converge car la suite (5~ +1) décroit et tend vers
0. .

(d) On note S la somme de la série précédente, c’est-a-dire S = 379 (2; ~7- Comme les

suites (S2,) et (S2n11) sont adjacentes, on a pour tout n, Sgp11 < S < Sy, donc

1 1
22n+1)+1  4n+3

Vn € N, S, — S| < [Sont1 — Son| =

En particulier, si <1073, on a |Soy — S| < 1073. Or

4N+3

1
4N + 3

Donc convient.

5. Un critére de D’Alembert : soit u une suite de termes strictement positifs telle que la suite
(M) _, converge vers un certain réel [ > 1.
nz

Un

<107? <= 4N +3>1000 <= N > 250 —3/4 <= N > 250.

(a) On a
Ve > 0,dng € N,Vn > ny,

— AN g
n

En particulier, on a “*** > [ — ¢ et donc “*** > 1 en prenant € < [ — 1 (par exemple

12 ). Ainsi, il existe un entier ng tel que : ‘v’n = ng, Upt1 = Up.

(b) En particulier la suite u est croissante a partir de ng, donc Vn > ng, u, > u,,. Donc si
u converge vers [, par passage a la limite, on a [ > u,, > 0, donc u ne peut converger

vers 0, donc la série Z u, diverge.
n>0

IIT Pour terminer
Exercice 3 Pour tout n € N*, on note f, la fonction définie sur [0, 5[ par f,(z) = sin™"(z).

1. Déterminer la limite lorsque n tend vers +oo de (1 + %)n
On a (1+ 1) = exp(nln(l + 1)). De plus In(1 + ) ~ 1 donc par produit d’équivalents

nin(l + %) ~ % =1. D’ol par composée de limites, on a (1 + %)" qui tend vers e.
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2. Justifier que f, est dérivable sur [0, 7], puis montrer que la dérivée f, admet un maximum
en x = arctan /n. On note alors M, la valeur maximale de f.

La fonction f, est deux fois dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables. On a
pour tout réel z, f/(z) = (n+ 1)sin” zcosx et
n

f(z)=(n+1) (n sin” *(z) cos® ¥ — sin"“(x)) = (n+ 1)sin" ! (x)(n cos® v — sin® 1).

Ainsi pour z € [0, 3],

(sin” *(z) =0 ou mncos’z —sin®z = 0)

sin? x

sin(z) =0 ou (

=n et cos’r#0) ou (sinfz=0 et cos’z=0)

cos?
impossible

r=0 ou (tan’z=n et x%g)

r=0 ou (tanz=+/n et x%g)car tan}Osur[O,g[

(|

r=0 ou x=arctan/n

De plus pour z € [0, 5]

fr(x) =0 ncos’x —sin®z > 0

sin? z

2 ~
cos? x
tanz < Vn
r < arctan /n

[

On a donc le tableau suivant qui permet de conclure.

x 0 arctan \/n 3
1" (z) 0 + 0 -
M,

3. Déterminer une forme simple de cos(arctant) et sin(arctant) pour tout ¢ € R.

1
cos?

= 1 + tan?, donc cos? = T +t1an2. Ainsi

On sait que

1 1
1 + tan®(arctant) 1+ 2

cos®(arctan t) =

6/7



©Arnaud de Saint Julien - MPSI Lycée La Merci 2024-2025

Comme arctant €] — 7, 5[ et que cos > 0 sur | — 7, 7[, on en déduit que cos(arctant) > 0
et donc que
1
cos(arctant) = :
1+t2

Enfin, comme sin? = 1 — cos?, on a sin = ++v/1 — cos?, donc

1 i

=+ .
L+2 142

sin(arctant) = £4/1 —

La fonction ¢ — sin(arctant) est impaire et positive sur R car sin > 0 sur [0, 5[, donc

t

VIt

Vt € R, sin(arctant) =

4. En déduire que pour tout n € N*, on a :

n+1

Mn = (1+5)"

M, = f(arctan/n)
n + 1) sin(arctan v/n)" cos(arctan v/n)

-
- 0o () e

1
= vVn—+1 W

Donner enfin un équivalent simple de M, pour n au voisinage de +o00.

NG

On en déduit que M,, ~ NG
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