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Année scolaire 2024-2025 MPSI

Corrigé du DS de MATHEMATIQUES n°2
Samedi 28 septembre 2024

Durée de ’épreuve : 4 heures de 8h a 12h00
Professeur : M. de Saint Julien
Les calculatrices sont interdites.
Les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées.

I Exercices

Exercice 1 Calculer les sommes suivantes :

10 51

1. S — 320_'_322_'_3244_._._’_398_’_3100 — (32)104_(32)11_’_(32)12_’_._.+<32>49+(32> -

car S est une somme géométrique de raison 3% = 9.

- = " n(n+1 1 3n(n+1
k=0 k=0 k=0 2 2 2
3. On fait dans la deuxieme somme le changement de variable k =i + 1
100 98 100 99
S S+ = SRS (k)P
k=5 =3 k=5 k=4
99 99
= > K +100° - (D (k) +4°)
k=5 k=5
= 100® — 4 = 1000000 — 64
= 999936.

4. On a en posant it =k — 1 :

% < on )55 _ Znl <2n> Bitl _ 52"2_:1 <2n> 5i
o \k—1 ; i <\

EL)-)
(

5 4 1)211 - 52n) — 5(6211 - 52n)
Exercice 2 (Trigonométrie) Les questions sont indépendantes.
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sin3z =sine <= @Br=x+2kr, k€Z) ou @Br=r-—a+2knm, keZ)

< (r=km k€Z) ou (x:£+kg,kEZ>

Les solutions dans [0, 2] sont donc (il y en a 5) :

0,7 + +m

I
=1

Y

=1

v
717

2. Calculer [ cos 3z cos2z dx (on pourra utiliser une formule de linéarisation).

D’apres la formule de linéarisation (10), on a :

cos b + cos x

(cos(3z + 2x) + cos(3x — 2x)) = 5

cos(3z) cos(2x) =

DO | =

Ainsi

(ME

3 cosbx + cosx
2

/5 COS5l‘dl‘+/§ cosxdx)
0 0

[sing’)x)

/ cos3xcos2xdxr = dx
0

DO = D= N = S—

TN T N N

ot =
+
—_
N—
I
ot w

3. Déterminer une valeur exacte de cos ﬁ

Le nombre 5 est la moiti¢ de T dont on connait le cosinus. Ainsi d’apres la formule (8)

utilisée avec x = 5, on a : cos g = cos & . = =2cos? T — 1, don
T4+1 1 3 342
C0821_0086+ _1! £+1 :\/7+.
12 2 2\ 2 4
Ainsi comme cos 75 > 0 car {5 € [0, 7], on a

\/\f+2 \/f+2

cos—_j:

Exercice 3 (Calcul de sommes)

1. Démontrer que pour tous entiers n et p vérifiant 0 < p < n, on a

(=360
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2. En déduire la somme suivante :
" n
@ 3(;)
k=0
Exercice 4 (Questions en vrac) Les questions sont indépendantes.

1. Donner la dérivée de la fonction f définie par f(x) = In(In(In(z))) apres avoir justifié sur
quel intervalle était dérivable la fonction.

Pour que f(x) ait un sens, on doit avoir z > 0, Inz > 0 et In(Inz) > 0.

In(lnz) >0 <= Inz >1 <= z>e.
Ainsi f est dérivable sur ]e, +oo[ par composée.

De plus, on a :
1 1 1
! f— —
Vz €le, 400, f'(z) = ) X X

5
z° —1
2. Calculer en utilisant un taux de variations lim .
=1 —1

C’est la limite du taux d’accroissement en 1 de la fonction f définie par f(x) = 2°. Comme
f est dérivable en 1, cette limite est égale a f'(1) =5 car f'(x) = 5z*.

3. Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = % Existe-t-il une abscisse a telle que la tangente
a la courbe de f au point d’abscisse a passe par le point M de coordonnées (0, 10) ?

IT Un petit probleme : somme alternée des inverses des
entiers impairs

Le but de l'exercice est d’estimer la somme suivante :

11+1 1+1 1+
3 5 7 9 11

On pose [ = }’T’T, 5 { et on note tan la fonction tangente définie pour = € [ par :

1. Justifier que la fonction tangente ainsi définie est dérivable sur I, et exprimer tan’(z) en
fonction de tan x pour tout x € I.

Comme cos ne s’annule pas sur I, tan est bien définie sur I. Elle est de plus dérivable sur
I, comme quotient de fonctions dérivables.

Pour x € I, on a :

sin’(x) cosx — cos'(z)sinxz  cos(x)cosx — (—sinz)sinx

tan'(z) = 5 = 5
cos? x cos? x
cos? x + sin? x cos? sin? z
cos? x cos?x  cos?ux
= 1+tan’zx
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2. En déduire que pour tout = € {O, ﬂ, onal(<tanz < 1.

On en déduit que la dérivée de tan est positive et donc tan est croissante sur I, et donc en

particulier sur [O, ﬂ . On a donc pour tout =z € [0

tanx < tan %, d'ou 0 < tanz < 1.

On pose pour tout n € N

,ﬂ, 0 < o < % qui implique tan0 <

Uy = /Z tan®" () dz.
0

3. Démontrer par un calcul de primitive que pour tout £k € N, on a :

jus

/Z (1 + tan® z) tan®*(z) do =
0

1
2k +1

On remarque que (1 +tan?z) tan?*(z) = tan?*(x) x tan’(x), c’est donc presque «la dérivée»

de tan2kt!

x. En effet, on rappelle que si u est une fonction dérivable et n € N*, la fonction

composée u" est dérivable et a pour dérivée nu™! x v’ et donc une primitive de ™ x u’ est

. n+1
la fonction %

n+1 "

Ici u = tan et n = 2k + 1, la fonction z + (1 + tan® ) tan®*(z) a donc

pour primitive F': x > ﬁ tan?*1(x).
On a donc
T tan?*+1(z)] 3 1 1
1 +tan® z) tan*(z) dz = | ————2| = 1-0)= :
Jy (1 ton’ a)tan (@) do l ST B A e T
4. En déduire que pour tout n € N, on a :
G DL
= ().
kz:%%jq g H (D

Soit k € N. Remarquons déja que :

uy

/Z (1+ tan®x) tan**(z)dz =
0

el

(tan®*(x) + tan**2(x))

J

/Z tan® (z) dz + /Z tan?c+ (z) da
0 0

Uk + Ug41

On a aussi ug = fO% tan®(z) dz = fO% ldz =%,

D’apres la question précédente,

jus

k=0

B
Il

0

(= 1) (ur + upr)

Il
M=

B
Il
o

I I
—
Il
o
~—

(=]

S
o

+ (_]-)nun+1

IS

(=D Fup — (=) ) car (=1)F = (=1)"(=1)* =

ZQk—i—l = zn:(—l)k/oz(l+tan2x)tan2k(3§)dx

—(-1)t

— (=1)"" w41 par télecopage
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5. Démontrer que la suite (u,),en est décroissante.
Soit n € N. On a

Upsl — Up = /4 tan?" Y () dz — /04 tan®"(z) dx

En effet, pour x € [O } on a vu que tanz € [0, 1], donc tan? z < 1 et donc tan?(x) —1 < 0.

On en déduit que u,41 — u, est I'inégrale sur [0, 7], d'une fonction négative, elle est donc
négative, ainsi u,,1 — u, < 0, ce qui prouve que la suite (u,),en est décroissante.

6. En déduire en considérant u,, + u, 1 que pour tout n € N, on a :

Soit n € N. Déja u,11 = 0 car c’est lmtegrale entre 0 et 7 d'une fonction positive. On
a ensuite déja vu que un + Upi1 = 2n 5 d’ou par decrmssance on a U,y; < u, et donc
2Upy1 < Up + Upp1 = 507 +1, ce qui donne

—_

1 1
< — X = .
Untl S5 %5 0T T In g 2

7. En déduire la limite [ lorsque n tend vers +oo de
> T

Comme 4—+2 tend vers 0, on en déduit par le théoreme des gendarmes que u,,; tend vers

0. On a donc aussi (—1)"u,1; qui tend vers 0 car [(—1)" 11| = Upi1.
(=D*

. . n J—
Ainsi comme on a vu que Zk:O 2%k+1

x4+ (—1)™uy41, on conclut que

(G2 bid T
> h—o 2k+1 tend vers 7.

On vient de démontrer la jolie formule :

1 1 1 1 1 i L
1__ — — . = = —.
3ts T e ,gozkﬂ 4

IIT S’il reste du temps

Exercice 5 On pose pour n € N,

—s1n((2+f) )

1. Soit n € N. Démontrer que le nombre k, = (2 + v/3)" + (2 — v/3)" est un entier.

2. En déduire que la suite (u,) converge.
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