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[ Corrigé du DM n°3 pour mardi 15/10/2025 ]

Le devoir doit étre rédigé sur des copies doubles.
Les copies dont les résultats ne sont pas souli-
gnés ou encadrés ne seront pas corrigées.

Objectif : traiter au moins deux exercices.

1 Parcours sécurisé

3(V6+iv2)

Exercice 1 (Changer d’écriture) (3 points) On pose Z =

1—1
L OnaZ— S(V6+iv2)  J(VEB+iv2)(1+i) (V6 V2)+i(VE+2)
' 1—1 12+ (—=1)2 4 ’
2. Le module de %(\/_+z\/_) vaut 1\/6—1— = \/_ On note 6 un de ses arguments. On a
COSGZT—Q\& fetsmGz;’{:z\ff 3- Dot 0 = %.

1 i —im
Ainsi 5(\/64—2\/5) =+v2e%6 [ Deméme |1 —i=+2e71 |

Ainsi Z = L_GW —et T =, Doul|Z =5 |,
V2e ™4
3. En prenant les parties réelles de I'écriture algébrique et de I’écriture exponentielle de Z,
on a
sm V6—V2 \/_ b V6+V2
coS — sin— = —— |
2 4 12 4

-2k

Exercice 2 (Calcul de cos(%)) On pose S = Z e’
k=0
2tkm

Pour k € {,...,4}, on pose wy =€ 5 .
1. Démontrer que S = 0.
C’est une somme géométrique de raison e’ . Ainsi
2z 5 A
L= () 1_em 11

2im 2im 2im

1—e5 1—e5 1—e5

S = =0.

Z).

2. Déterminer un réel a tel que S =1+ acos(2) + a cos(%

Un schéma permet de pressentir, que w; et w, sont conjugués ainsi que wy et ws. Les
calculs suivants le prouvent.
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On a
2im
w = €5
dim
Wy = €5
wy = e% = el(%_%‘—) = el(%’r_loTﬂ) = 6_1(4%)
8im 8w 8r 10w _i2m
Wy = % = (-2 _ (1) _ o)
On a donc

4n

1+ w + 2 3 4 2in dim —i(4z) —i(&
1 w1+w1+w1 = 14e5 +e5 +e 5/ 4 e 5
= l4es +e %) 4o 4o

[ V)
3
-

@[5

)

21 47
= 142 — 42 —
+ 2 cos 5 + 2 cos 5

2 2
= 1—|—QCOS§+QCOS(2 X g)

2 2
= 1+2(30$57r—|—2(20082;—1)

2 2
= 1+2008§+40052g—2

27 2
= —1+42cos — + 4cos® —
+ 5 5

Ceci montre d’apres la question 1. que cos %’T est une racine du polynéome 4X? +2X — 1.

—1£+5
4\/_. Mais _1%‘/5 < 0 tandis que cosZ* > 0 car

Or ce polyndéme a pour racines -

€ [0, %]. Ainsi on a

2 Parcours plus difficile

Exercice 3 On pose
G={ze€C | dneN. z"=1}

1. Soit z et 2/ dans G. Il existe donc deux entiers n et p dans de N* tels que 2" = 1 et
Z'p = 1. Mais alors (z2)"? = (2")P(2P)" = 1P x 1" =1, donc 22’ € G puisque np € N*.

2. Soit z et 2/ dans G. A-t-on z + 2z’ € G ? Remarquons déja que si z € G, il existe n € N*
tel que 2" =1, et donc |2"| =1, donc |2|" = 1, donc |z| = 1.

Les nombres 1 et 1 sont dans G mais 1 + 1 = 2 ¢ G puisque |2| =2 # 1.

3. Soit z € C. Démontrer que :

2€G <= IreQ,z=e".
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Exercice 4 (Etude d’une suite récurrente de nombres complexes) Soit (2, )nen la suite
Zn + |2l

5 pour n € N et de premier terme 2, € C.

de nombres complexes définie par z,,1 =

1. Placer sur votre copie un point M quelconque. On note zy son affixe. Placer ensuite le point

N d’affixe |zp|. Expliquer alors comment on construit le point M’ d’abscisse z; = %‘ZO'

2. On suppose que zy € R. Que vaut alors z, pour tout n > 17

Si zp € R, alors zg = |29 d’out z; = 2. Par récurrence immédiate, on a donc z, = z
pour tout n > 1 (la suite est constante).

Si zg € R, alors zg = —|2o| d’ott z; = 0. Mais alors zo = 0 et par récurrence immédiate,
on a donc z, = 0 pour tout n > 1.

Ainsi si zyp € R, la suite (z,) est stationnaire.

Jusqu’a la fin de 'exercice, on suppose que zg n’appartient pas a R. On note alors rg son
module et 0y €] — 7, 7] son argument principal.

3. Justifier que 0y €] — m, 7] \ {0}. Comme 2, n’est pas réel, son argument 6, ne peut valoir
0.

+|z

4. Soit z € C\ R. Démontrer que lecC \ R. En déduire que pour tout n € N, le nombre

zy, est non nul.

Si z € C\ R, alors f(z) = ZHZ' € C\ R. En effet, montrons la contraposée : si f(z) € R,
alors z+|z|] € R et comme |z| eR,onaz=z+ |z| |z| € R (une différence de deux réels
est un réel). D’ou la contraposée. Ainsi comme z; € C\ R, on a 23 = f(z9) € C\ R, et

donc par récurrence immédiate pour tout [n > 1, z, € C\ R| En particulier z, est non

nul.
On note alors r, son module et ,, €] — 7, 7] son argument principal.

5. Démontrer que pour tout n € N, on a :
0 0
Tni1 = Ty COS (;) et O, = En

On a

i0 i0
Zntl = “n —;‘Z”‘ _ ;+r” — rn(142—e ") = %”ei%"(e_i%" +ei97") =71, % cos —.

Comme 6,, €] — 7,7, & €] — 2, Z[, donc cos & > 0 ainsi 7, cos & est le module de 2,4
et %" est I'argument pr1nc1pal de z,.1. Par unlclte on a donc

On

- )
Tp41 = Tp COS 3 et Opt1 = DR

Une récurrence immédiate montre alors que

1 0 0o L )
0n+1:(§)”00 et ’r‘n—T‘QHCOS2—TQHCOS2]€+1—TOHCOS<22>
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6. Démontrer que pour tout 6 €] — 7, 7[\{0}, et pour tout n € N* on a :

ﬁ oS <9> = cos <8> X -+ X COS <9> __ sin0
k=1 2F 21 AL 2" sin (2%)

C’est un PACMAN! On va utiliser sinz cosz = 22%. Soit 6 €] — 7, 7[\{0}.

0 & 0 nd 0 0 0 0 1 0 1
sin— [Jcos| = | =]J[cos|=r|*xcos—sin— =...cos= x (5)" 'sin- = (=)"sind.
g LT gr | = LLTP o on " on 272 22
= . NI
: 7]
sin onT

Comme 6 €] — 7, 7[\{0}, sin & # 0, d’out le résultat.

7. En déduire que les suites (r,) et (6,,) convergent, préciser leur limite.

La suite géométrique (6,,) de raison 3 tend vers 0.

s , , sin 6 sin 6,
D’apres le résultat précédent, r, = rq =1y —.
27 sin (% sin i
2m 90 X 7
277,
sin x sin %o
Or lim =1lcarsinr ~xen0, donc lim —, 2 =1
z—=0 g n—+oo Y0
277,
sin 6, sin 6,

et donc| lim z, =19
0 n—-+o0o 90

Ainsi lim r, = ry
n—-+o0o




