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Le devoir doit étre rédigé sur des copies doubles.
Les copies dont les résultats ne sont pas souli-
gnés ou encadrés ne seront pas corrigées.

Exercice 1 (Point fixe d’une fonction) Si f est une fonction réelle définie sur une partie
A de R, on appelle point fixe de f tout réel a de A tel que f(a) = a. Les questions peuvent
étre traitées de maniere indépendante.

1. Déterminer les points fixes de la fonction f définie sur R par f(z) = 2® — 32% + 3z.

On doit résoudre 1'équation

flx) =2 &= °-32°+3r =2 <= 2°-32°4+2r =0 <= z(2*°-32+2) =0 <= z(z—1)(2-2) -

Les points fixes de f sont donc 0,1 et 2.

2. La fonction exp n’admet pas de point fixe comme on peut le deviner graphiquement. Pour
le prouver, il suffit de penser a I'inégalité suivante : pour tout € R,exp(z) > 2+ 1 > z.

3. Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que Vz € [0, 1], f(x) € [0,1]. Démontrer
que f admet un point fixe. Est-il unique ?

On va s'intéresser a la distance entre x et f(x). On pose pour z € [0, 1], g(x) = f(z) — .
Il suffit donc de montrer que g s’annule. Or g(0) = f(0) € [0,1], donc g(0) > 0. On a
aussi g(1) = f(1) =1 < 0 car f(1) € [0,1], donc la fonction continue g change de signe
sur [0, 1], donc s’y annule d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires. Ce point fixe
n’est pas unique, puisque si f est par exemple la fonction identité x — x, tout point de
[0, 1] est point fixe.

Exercice 2 (Une étude de fonctions) On note f la fonction définie sur |0, +oo[ par

On note f la fonction définie sur |0, +oo[ par
1 x
=(1+-) .
fa)=(1+-)
1

1. Démontrer que pour tout réel t > 0, on alnt > 1 — n

Comme la fonction In est concave, sa courbe est en-dessous de ses tangentes et donc en
particulier en-dessous de sa tangente en 0 qui a pour équation y = x — 1. On a donc
Inzx <x—1.

— 1. Donc —Int < % — 1. En multipliant par —1, on

~ | =

1
Ainsi pour t > 0, on a : ln; <

obtient le résultat.
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2. Déterminer les variations de f (on pourra utiliser 'inégalité précédente).
La fonction f est dérivable sur |0, 4o00[ comme composée de fonctions dérivables.
Pour z €]0,4o00[, on a :

f'(x) = exp(xin(l+ i)) X (ln(l + 31:) + 1 X 1_‘1_; > ;3)

= |exp(zIn(l+ i)) X (ln(l + ;> o j— 1)

1 1

+1 7 el

D’apres la question 1, en prenant ¢t = 1+%, on a pour tout x > 0, ln(1+%) > 1-
Ainsi In(1+ 2) — x%rl > 0 et donc f'(z) > 0 et par suite f est croissante.

3. Démontrer que pour X au voisinage de +00, on a In(1 + X) ~ In X.

Soit X au voisinage de +00. Morale : « Pour X grand, le terme prépondérant de 1 + X
est X qu’on met en évidencen.

Onaln(l+X)=In(X(1+ )1() =InX+In(1+ )1() Donc

In(1+X) +ln(1—|—§)
hX InX
Or
In(l1++%) 1/X 1

0.

mY X XWhx

Ceci montre que
In(1+ X)
lim ——— =1.
Xoreo  InX

Ainsi pour X au voisinage de +o00, on a In(1+ X) ~ In X.

4. En déduire la limite de f en 0.
1

Pour z > 0 au voisinage de 0, on a X = - au voisinage de +00. Donc d’apres la question

précédente,

In(l4 =) ~zIn(=) = —zInz.
x In( +x) mn(x) rxlnzx

Or par croissance comparée, lim, .oz Inz = 0 donc par composée de limites,
lim exp(aIn(1 + 1)) = exp(0) = 1
lim exp(z In . =exp(0) = 1.

La limite de f en 0 vaut donc 1.

5. Déterminer la limite de f en +oo, puis dresser le tableau de variations de f.

Pour = au voisinage de oo, % est au voisinage de 0, donc on a zIn(1 + %) ~ T X % =1
Ainsi par composée de limites, on a

. _ 1_
lg)nf—e =e.



